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Statistisches Schatzen in

Theorie und Praxis

Uber kunstvolles Vermuten,
die Tucken der Standardannahme
und Statistiker im Bankwesen'

Daniel Tillich

Das Schdtzen unbekannter GréfRen aus Daten gehdrt zu den
Grundproblemen der Statistik. Konkurrieren mehrere Schdétzver-
fahren miteinander, muss beurteilt werden, welches Verfahren
das geeignetste ist. Der vorliegende Text beleuchtet mittels dreier
Beispiele aus Theorie und Praxis, anhand welcher Kriterien liber
die Eignung entschieden werden kann. Dabei zeigt sich, dass hdu-
fig schon sehr einfache, intuitive Gliteeigenschaften geniigen,
um ein Schétzverfahren zu beurteilen. Tiefer und kritischer muss
dagegen dartiber nachgedacht werden, ob die liblicherweise un-

terstellten Annahmen im konkreten Anwendungsfall erfiillt sind.

Einfiihrung

Statistische Informationen begegnen uns in allen Lebensbereichen:
In der beruflichen Praxis, genau wie im Privaten. Deshalb nimmt das
Fach Statistik auch in der Lehre an der Berufsakademie Sachsen ei-
nen wichtigen Platz ein. Anhand dreier Fille, in denen jeweils Wahr-
scheinlichkeiten gesucht sind, genauer:

« eine klassische Eintrittswahrscheinlichkeit im Horsaalexperiment,
« die Trefferwahrscheinlichkeit beim Strafwurf im Handball und

« die Ausfallwahrscheinlichkeit bei der Kreditrisikomessung,

werden folgende Fragen beantwortet:

The estimation of unknown quantities from data is one of the fun-
damental problems of statistics. If different estimation methods
compete with each other, it is necessary to decide which method
is the most suitable one. Considering three examples from theo-
ry and practice, the present article discusses the criteria that can
be used to decide on the suitability of an estimation method. It
is shown that rather simple, intuitive quality properties are often
sufficient to assess an estimation procedure. However, deeper
and more critical reflections are required to determine whether
the commonly presumed assumptions are met in the specific case

of application.

« Wieso werden Wahrscheinlichkeiten eigentlich mit relativen Hau-
figkeiten geschatzt?

« Was macht ein Mathematiker, der sich mit Statistik beschaftigt?

+ Welche Herausforderungen bestehen bei der Messung von Kreditri-

siken in der Finanzwirtschaft?

1 Dieser Text verschriftlicht die Antrittsvorlesung des Autors an der Berufsakademie
Sachsen.



Dieser - eher didaktisch als forschungsorientiert ausgelegte - Beitrag
stellt dabei drei leicht verstandliche Gliteeigenschaften fiir Schatz-
methoden vor, die sich neben die {iblichen Lehrbuch-Giiteeigen-
schaften einreihen. AufRerdem beschreibt er praktische Probleme
der Parameterschéatzung, die die Standardannahmen der schlielen-
den Statistik betreffen. Diese treten u. a. bei der Kreditrisikomessung
in Banken auf. Schlussendlich soll der Beitrag dabei ganz im Sinne

einer Antrittsvorlesung auch den Verfasser naher vorstellen.

Fall 1: Horsaalexperiment - Bausteine im Beutel

In Abbildung 1 ist ein Beutel mit Bausteinen erkennbar. In dem Beu-
tel befinden sich rote, griine und gelbe Bausteine identischer Form
und GroRe. Uns interessiert der unbekannte Anteil (Prozentwert) der
roten Bausteine an der Gesamtzahl aller Bausteine. Oder mit ande-
ren Worten: Uns interessiert die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass beim

Ziehen eines Bausteins ein roter Baustein gezogen wird.

Abbildung 1: Bausteine im Beutel, Handball und Geldschein als

Sinnbild fiir die drei im Beitrag behandelten Falle

Schdtzen Sie mal!

Das umgangssprachliche Schatzen kommt einem willkirlichen Ra-
ten gleich. Statistisches Schétzen als Teil der schlieBenden Statistik
ist dagegen ,kunstvolles Vermuten“?. Kunstvoll ist das Schatzen in
dem Sinne, dass Daten ausgewertet und daraus Informationen gezo-
gen werden, um auf die Grundgesamtheit zu schlieRen. Beispielhaft
sei beim wiederholten einmaligen Ziehen eines Bausteins mit Zu-

riicklegen die in Abbildung 2 dargestellte konkrete Stichprobe vom

Abbildung 2: Stichprobe vom Umfang n=10

Umfang n =10 entstanden.
Im Horsaal wird nun fast sicher die relative Haufigkeit als Schatzwert
fiir den Anteil der roten Bausteine im Beutel vorgeschlagen. Fiir die

gegebene Stichprobe ergibt sich:

Anzahl der roten Bausteine 3
Anzahl der Versuche 10

=0,3.
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Doch warum verwendet man die relative Haufigkeit und z. B. nicht

eine der folgenden zwei Alternativen?

Alternative 1: Die Anzahl der roten Bausteine wird durch die Anzahl
der Versuche minus 1 geteilt.® Fiir die gegebene Stich-
probe ergibt sich:

Anzahlderroten Bausteine 3 1 -

Anzahl der Versuche - 1 9 3
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Alternative 2: Bei der Berechnung der relativen Haufigkeit werden
der erste und der letzte Versuch ignoriert. Im vorlie-
genden Fall entfallen zwei gelbe Bausteine und es er-
gibt sich:

Anzahl der roten Bausteine 3

—=0,375.
Anzahl der Versuche 8

Es konnte doch sein, dass zumindest eine der beiden Alternativen ei-

nen besseren Schétzwert liefert als die klassische relative Haufigkeit.
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Abbildung 3: Eine weitere Stichprobe vom Umfang n=10

Die Suche nach der besten Alternative verkompliziert sich zusatzlich,
wenn man bedenkt, dass die Stichprobe ja auch hatte ganz anders
aussehen konnen. Fiir die in Abbildung 3 dargestellte Stichprobe hat-
ten sich beispielsweise folgende Schatzwerte ergeben:

« relative Haufigkeit: 4

=0,4
10
« Alternative 1 4 _
——=0,44
9
« Alternative 2: 2
—=0,25
8

(Beachte: Die ignorierten Versuche 1 und 10 lieferten beide ,rot“

als Ergebnis.)

Und wieder lautet die Frage: Welche Variante ist hier am besten?

Ohne Blick in den Beutel ist es unmdglich, diese Frage fiir den konkreten
Fall zu beantworten. Doch dieser Blick auf die Wahrheit bleibt wie so hau-
fig in der Praxis verwehrt. Insofern muss die Frage umformuliert werden:
Welche Variante liefert tiber alle méglichen Stichproben hinweg die besten
Schatzwerte?

Statistisches Schdtzen

Hier kommt die mathematische Statistik ins Spiel. Diese stellt nicht die Fra-
ge, welcher Zahlenwert bei der konkret vorliegenden Stichprobe am besten
ist. Sie beschaftigt sich vielmehr mit der Frage, welche Methodik iiber alle
moglichen Versuchsausgénge am besten geeignet ist. Dazu untersuchen die

Statistiker:innen das zugehorige Zufallsexperiment und die entstehenden

2 InAnlehnung an das Werk ,Ars conjectandi des Schweizer Mathematikers Jakob
Bernoulli (1654-1705).

3 InAnlehnung an eine Variante der Varianzschétzung, bei der nicht durch den
Stichprobenumfang , sondern durch n-1 geteilt wird.
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Zufallsvariablen auf theoretischer Ebene, denn die konkreten Ergebnisse
der Stichprobe sind zufallsabhédngig. Die Statistiker:innen priifen dann, ob
die Methode der Schatzung bestimmte Giiteeigenschaften erfiillt.
Drei sehr einfache und sehr intuitive Giitekriterien werden im Folgenden
vorgestellt. Sie sind trotz ihrer Verstandlichkeit in der aktuellen Lehrbuch-
literatur héufig nicht enthalten:*
1. Plausible Schatzwerte:
Die Schatzmethode sollte keine unsinnigen Werte liefern.
Wenn z.B. die Erfolgswahrscheinlichkeit geschatzt werden soll,
sollten nur Schatzwerte im Intervall von 0 bis 1 méglich sein.
2. Beriicksichtigung aller Beobachtungen:
Die Schatzmethode sollte das Ergebnis jeder einzelnen Ziehung
beriicksichtigen, also keine Informationen vernachlassigen.
3. Gleichgewichtung aller Beobachtungen:
Jede einzelne Ziehung sollte den gleichen Einfluss auf das Er-
gebnis der Schatzung haben, d. h. keine Ziehung ist wichtiger

als die andere.

Die obige Alternative 2 erfiillt zwar das erste Kriterium, das zweite und
dritte dagegen nicht. Offensichtlich werden in dieser Variante nicht
alle Beobachtungen genutzt und dementsprechend Informationen
verschenkt. Alternative 1 erfiillt die Kriterien 2 und 3. Im Widerspruch
zu Kriterium 1 kann allerdings ein unplausibler Schatzwert entste-
hen, wenn alle Ziehungen ,rot“ liefern. Bei einem Stichprobenum-
fang von n = 10 ergébe sich in diesem Fall 10/9 = 1,11 als Schatzwert
fiir eine Wahrscheinlichkeit, die jedoch hochstens 1 betragen kann.
Die relative Haufigkeit erfiillt alle drei genannten Giitekriterien. Um
die Uberlegenheit der relativen Hiufigkeit zu untermauern, kénnen

weitere Kriterien an die Schatzmethoden berticksichtigt werden.

Die folgenden drei Glitekriterien werden Ublicherweise in Lehrbi-
chern zur Statistik behandelt. Sie werden hier nicht formelhaft und
rigoros, sondern hinreichend anschaulich prasentiert.
4. Erwartungstreue:
Die Schatzmethode hat keinen systematischen Schatzfehler.
Sie liegt im Mittel richtig. Der Erwartungswert des Verfahrens
ist gleich dem zu schatzenden Parameter. Im oben dargestell-
ten Fallist der zu schatzende Parameter die Wahrscheinlichkeit
fur ,rot*
5. Effizienz:
Die Schatzmethode soll eine moglichst kleine Streuung um den
zu schatzenden Parameter besitzen oder - mit anderen Wor-
ten - eine moglichst grofle Prazision.
6. Konsistenz:
Eine Erhdhung des Stichprobenumfangs fiihrt regelmalig zu
einer starkeren Anndherung des Schatzergebnisses an den ge-
suchten Parameter. Je mehr Beobachtungen also in das Ergeb-

nis einflieRen, umso verlasslicher ist der ermittelte Schatzwert.

4 Beispielhaft seien Mosler & Schmid (2006), Auer & Rottmann (2010), Mittag & Schiiller
(2020) oder Kohn & Oztiirk (2022) genannt.

Die obige Alternative 1 ist nicht erwartungstreu, sondern liefert sys-
tematisch zu groRe Schatzwerte. Auch ihre Streuung ist im Vergleich
zur relativen Haufigkeit groRer, damit schatzt Alternative 1 weniger
prazise. Insofern zeigt sich, dass Alternative 1 weniger gut geeignet
ist, um die gesuchte Wahrscheinlichkeit zu schatzen, auch wenn die
Gliteeigenschaft der Konsistenz erfillt ist.

Dass Erwartungstreue als alleiniges Giitekriterium unzureichend ist,
zeigt Alternative 2: Das zugehdrige Schatzverfahren ist erwartungs-
treu, obwohl es schon mithilfe der ersten drei Kriterien als ungenii-
gend identifiziert wurde. Die Nichtber{icksichtigung von Information
aus der Stichprobe fiihrt dazu, dass Alternative 2 weniger effizient ist
als die relative Haufigkeit. Konsistenz liegt dagegen auch hier vor.
Die relative Haufigkeit erfiillt im obigen Kontext alle sechs genannten
Guteeigenschaften. Sie schlagt alle anderen Alternativen. Daher ist
die relative Haufigkeit die Standardmethode zur Schatzung unbe-
kannter Wahrscheinlichkeiten, wenn man - wie oben der Fall - im
Standardmodell der schlieRenden Statistik unterwegs ist.

Im Standardmodell wird angenommen, dass die einzelnen Zufalls-
versuche stochastisch unabhdngig und identisch verteilt sind, im
Englischen: independent and identically distributed oder kurz:
i.i.d. Die stochastische Unabhangigkeit steht dafiir, dass sich die ein-
zelnen Versuche nicht gegenseitig beeinflussen. Die identische Ver-
teilung sorgt dafiir, dass sich die Wahrscheinlichkeiten zwischen den
einzelnen Versuchen nicht unterscheiden. Wiirde man dagegen in
obigem Horsaalexperiment die Bausteine ohne Zurlicklegen ziehen,

so waren beide Teile der Standardannahme nicht erfiillt.

Um das Standardmodell tiefergehend zu besprechen, wird ein zwei-
ter Fall betrachtet. Gesucht ist die Trefferwahrscheinlichkeit des
Autors beim Strafwurf im Handball (Siebenmeter). Dazu stehen die in
Tabelle 1 dargestellten Daten zur Verfiigung.

Sind die einzelnen Versuche unabhangig und identisch verteilt? Das
kann Uber alle Versuche hinweg sicherlich verneint werden. Grund
hierfiir ist, dass die Versuche in verschiedenen Spielzeiten bei jeweils
mehreren Spielen mit verschiedenen gegnerischen Torhiitern bei
verschiedenen Spielstdnden stattfanden. Gabe es z. B. eine identi-
sche Verteilung, dann ware die Trefferwahrscheinlichkeit in jeder Si-
tuation gleich. Das ist aus Sicht des Sportlers unrealistisch, denn die
Trefferwahrscheinlichkeit hdngt u. a. ab

+ vom Trainings- und mentalen Zustand des Schiitzen,

» von der Routine des Werfers und

« vom gegnerischen Torhliter, der vielleicht als ,,Siebenmeterkiller

bekannt und gefiirchtet ist.

Als Modell, also als vereinfachtes Abbild der Realitat, konnen die sto-
chastische Unabhangigkeit und die identische Verteilung der Versu-
che hier ggf. noch gerechtfertigt werden. Das bedarf allerdings - wie
in wissenschaftlichen Arbeiten Ublich - der kritischen Wirdigung
des Modells und seiner Annahmen. Und es sollte auch keine augen-

scheinliche Alternative geben, die die Realitat besser abbildet.
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2018/2019 11 60,0 %
2019/2020 16 46 38 82,6 %
2020/2021 3 7 5) 71,4 %
2021/2022 4 9 8 88,9 %

Tabelle 1: Daten zur Anzahl der Spiele, an denen der Verfasser
teilgenommen hat, zur Anzahl an Strafwiirfen durch den Verfasser
(=Versuche), der dabei erzielten Tore und zur jeweils resultie-
renden Trefferquote in den Spielzeiten 2018/19 bis 2021/22 der
Handball-Ostsachsenliga Manner;

Quelle: https://hvs-handball.de/ligen-pokale/archiv

Fall 3: Kreditrisikomessung in Banken -
Ausfallwahrscheinlichkeit

Im dritten und letzten behandelten Fall aus der Kreditrisikomessung
interessiert sich die Bank fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit eines Kre-
ditnehmers, d. h. fiir die Wahrscheinlichkeit, dass der Kreditnehmer
seinen Zahlungsverpflichtungen gegeniiber der Bank nicht nach-
kommen kann. Bei der Schatzung dieser Ausfallwahrscheinlichkeit
aus beobachteten Daten ist zu beachten, dass die Standardannah-
men der schliefRenden Statistik nicht erfiillt sind: Stochastische Un-

abhangigkeit und identische Verteilung liegen nicht vor.

Das beobachtete Ausfallverhalten eines Kreditnehmers i mit den
zwei Zustanden
« y=1: Ausfall,
« y=0: kein Ausfall
ist abhdngig von seiner Bonitat. Die Bonitat wiederum ist abhangig
von
« systematischen Faktoren, die auf alle Kreditnehmer wirken (Kon-
junktur, Energiepreise) oder die sich auf Gruppen von Kreditneh-
mern beziehen (Region, Branche), und
« individuellen Faktoren, die nur fiir den einzelnen Kreditnehmer gel-
ten (z.B. Vermogen, Managementfahigkeiten).
Formelhaft sei die Bonitét als Funktion f dieser Faktoren wie folgt
dargestellt:
x=f (systematische Faktoren, individuelle Faktoren)
Die erste Aufgabe der mathematischen Statistik besteht nun darin,
die Zusammenhéange zwischen Ausfallverhalten und Bonitat sowie
deren Einflussfaktoren zu modellieren. Die zweite Aufgabe besteht
darin, geeignete Methoden zur Schatzung der Ausfallwahrschein-
lichkeit bereitzustellen. Um die Eignung zu bestatigen, miissen im

jeweiligen Modell die Giiteeigenschaften der Schatzer untersucht
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werden. Beispielsweise sind dann folgende Fragen zu beantworten:
Ist die relative Haufigkeit des Ausfallzustands erwartungstreu fiir die
Ausfallwahrscheinlichkeit? Ist sie konsistent?

Wie eine entsprechende Datenlage bei zwei Perioden aussehen
konnte, illustriert Abbildung 4: Ausfélle (y = 1) beobachtet man eher
bei niedrigen Bonitéten; bei hoher Bonitéat sind Ausfalle selten, viel-
mehr sind in diesem rechten Bereich Nicht-Ausfalle (y = 0) vorherr-
schend. Zwischen den Perioden kann sich u.a. wegen konjunkturel-
ler Einflusse die Bonitatsverteilung

« nach links in Richtung schlechter Bonitdten oder

« nach rechts in Richtung guter Bonitéten verschieben.
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Abbildung 4: Streudiagramm mit Daten zu Bonitét x, und Ausfall-
verhalten y verschiedener Individuen i aus zwei Perioden t=1,2.
In Anlehnung an Tillich (2016).

Der Modellierung des Ausfallverhaltens und der Schétzung von Aus-
fallwahrscheinlichkeiten haben sich neben dem Verfasser dieses Bei-
trags (u. a. in Tillich (2013), Tillich & Ferger (2015) und Tillich (2016))
viele weitere Autoren gewidmet (vgl. z. B. Henking et al. (2006) und
McNeil et al. (2015)). Diese thematisieren auch den Einfluss der Aus-
fallwahrscheinlichkeit bei der Kreditportfoliomodellierung und der
Kreditrisikomessung, welche in der Bankpraxis von besonderer Be-
deutung sind.

Fazit

Der vorliegende Beitrag zeigt anhand dreier Beispiele aus Theorie
und Praxis die hervorgehobene Rolle der relativen Haufigkeit zur
Schéatzung unbekannter Wahrscheinlichkeiten aus Daten. Er fiihrt
neben den drei klassischen Giiteeigenschaften (Erwartungstreue,
Effizienz und Konsistenz) drei weitere einfache und intuitive Giite-
eigenschaften ein, die in keiner einfiihrenden Lehrveranstaltung zur
Statistik fehlen sollten.

Der Beitrag stellt zudem dar, dass neben Daten insbesondere auch
die Modellierung realer Sachverhalte die inhaltliche Arbeit des ma-
thematischen Statistikers pragen. Beispielhaft wird dabei auf die
Kreditrisikomessung im Risikomanagement von Banken als einem
typischen Berufsfeld eingegangen. In diesem Bereich, wie auch in
vielen anderen praktischen Anwendungsgebieten, muss dabei ein
alternatives Modell zu der in der schlieRenden Statistik oft verwen-

deten i.i.d.-Annahme gefunden werden.
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